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Une facon de rendre plus “ agreable ”
le calcul littéral en classe de 3  °™M°,
ChristophéWNALENTIN

College Les Avrils, Saint Mihiel (55)
christophe.walentin@wanadoo.fr

Ce document est inspiré d'une activité (FrangoidRABSENX) disponible sur le site
internet MATHSENLIGNE (www.mathsenligne.com).

Bréve description de I'activité...

L'éleve est amené a trouver la forme réduite deiplus expressions littérales.
Puis, pour chacune d’entre elles, le coefficiencdaque mondéme est considéré
sans son signe et associé a une lettre de l'alplfabe A, 2 a B,3a C, 4 a D,
etc.), ce qui permet a I'éleve de remplir une grile mots préalablement préparée
par I'enseignant.

Exemple...

Pour I'expression A =x(— 3)2 - (8 + & — x?), I'éleve aboutit a la forme réduite
A = 2% - 15x + 1, ce qui lui fournit les coefficients suivants ; & 2, qui
correspond a la lettre B ;A= 15, qui correspond a la lettre O 3A1, qui
correspond a la lettre A.

L'éleve remplit alors au fur et a mesure une grillgéi se présente ainsi, en
remplacant chaque coefficient par sa lettre cooedante :
La création de telles grilles et des expressiosse@ées peut nécessiter un certain

D,
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6 selon la nature et le nombre de leurs solutiDescartes propose pour celles-ci
diverses méthodes de résolution et rappelle cdkbeses prédécesseurs (Cardan,
Tartaglia). Il lui apparait de plus en plus claue le respect des réegles
d’homogénéité complique I'écriture d’équations &lleémes assez difficiles a
résoudre.

Descartes donne alors un autre exemple de pnebpeométrique qu'il va
encore une fois résoudre par lalgébre et les ndéthoqu'il a exposées
auparavant. Au sein de cette étude il en vientsaudre un petit exercice dans
lequel les dimensions entre les quantités ne daimément pas les mémes.

"Tout de méme si on veut diviser I'angle NOP, oenldiarc ou portion de cercle
NQPT en trois parties égales, faisant NO = 1 peuayon du cercle, et NPgr

pour la subtendue de I'arc donné, et N@pour la subtendue du tiers de cet arc,
I'équation vient Z2 = 3z—q" (on aura bien sir remarqué le changement det statu
de la lettrez qui est a nouveau l'inconnue).

L’égalité obtenue, du point de vue des dimensiopppse un volume a différence
d'une aire par une longueur. La rupture avec lang#tge des Anciens est
entierement consommeée...

C’est la derniére étape d'un long processusstfabtion ou I'on est passé de la
résolution géométrique d'un probléme du plan a ésmlution exclusivement
numérique. Les quantités numériques ont pris, dasscalculs, la place des
guantités géométriques, des grandeurs. L'analogfiec@npléte entre les deux
catégories.

Bien entendu — et Descartes soulévera le prabkans le régler — les équations
algébriques possedent des solutions ("sourdes"” fausses") qui n'ont pas
d’interprétation géométrique possible. Le champ mmwbres dépasse, en fin de
compte, largement celui des grandeurs.

"Cette géométrie de Descartes est Agebre des longueurdiéme s'il ne se
prononce pas clairement sur la nature du rapporngé&ique (est-il un nombre ou
pas ?) ou plutdt, [...], méme s'il maintient la distion entre nombre et rapport
géométrique, l'avancée sur le plan de la numéosatdes rapports est
importante.” (E. Cousquer)

Des sources d’inspiration largement citées...
La Géométrie- Descartes -Editions Jacques Gabay

De la théorie des proportions a la notion de nomtgrel — E. Cousquer :
http://www.lille.iufm.fr/labo/cream/ressources/saus/R/Ch94/Ch94.pdf

La Géométrie de DescartesP. Debart :
http://perso.wanadoo.fr/debart/geometrie/geom_descanteractif.html
Eléments- Euclide :
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Etude d’'un cas patrticulier.

Aprées la résolution dans le cas général, vigsitde d'un cas particulier.
Descartes utilise alors un repére d'origine A,el'ales abscisses étant la droite
horizontale (AG) ; l'axe des ordonnées dans lactioe BC faisant un angle de
60° avec I'horizontale, orienté vers le bas (mémed qu’a la page précédente).
(suivent les valeurs des différents paramétrea désolution générale)

La quantité "d’homogénéitéZ disparait alors remplacée par la valeur 1.

Descartes obtient alors des expressions comme sells le symbole racine

Et si on veut expliquer toutes les quantités dc;nnées par nombres, en
faisant par exemple EA — 3, AG = 5, AB = BR, BS =% BE, GB

= BT,CD :g CR, CF = 2GS, CH = ;CT, et que Pangle ABR soil

de 60 degrés, et enfin que le reclangle des deux GB et CF soit égal au
rectangle des deux autres CD et CH; car il faut avoir toutes ces choses afin
que la question soit entitrement déterminée; et avec eela, supposant
AB =z, et CB =y, on trouve par la facon ci-dessus expliguée.

Y =2y —xy + S — ¥,

=

y:1_%x+‘/1+4w—;§w’,

st bien que BK doit étre 1, KL doit étre la moitié de KI; et pourceque
P'angle IKL ou ABR est de 60 degrés, et KIL qui est la moitié de KIB ou
IKL, de 30, ILK est droit. Et pourceque IK on AB est nommée =z, KL

1 3 . s gl
est§ x, etIL est ‘/«i’ et la quantité qui éloil tantdt nommée z est 1,

bl

celle qui étoit o est celle qui étoit m est 4, celle qui étoit o est 4, ot

it 03

celle qui étoit p est 2: de facon qu'on a :1:—;3 pour IM, et ‘/? pour NM;
(1 + 4x) pour laquelle les régles d’homogénéité n'appliguelus : la somme

d’'une longueur et d’'une aire... La quantitéevient toutefois dans la conclusion
générale du probleme.

Le livre troisieme

Il s'ouvre sur une classification des équatialggbriques allant jusqu’au degré
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temps.
C’est ce temps que I'on se propose de vous faigeaya..

Tout d'abord, nous allons donner une liste d'ex@m®s qui génére une
cinquantaine de coefficients (chaque lettre étamégée environ 2 fois On
donnera ensuite un exemple de préparation de.grille

A=(3x-2)2+12
B=(x+1)(4&-2)-2(8-3)
C=Kk+7)2+3(22-10)+1
D=(%—-2)2+(X-3)k+2)—x
E=(X-4)2+x(x-1)
F=(3@-4)—(2-7x+3)—(-10 )
G=3(2@-4) +2( - x—12)
H=(5-2)?

= (10 -1k + 10) — (% - & —7)
J=CB-3N1+

K=-3x(6x—2) - 5(-2 - %)
L=B-%)(3+%

M= (2x+5)2+ & - X—12)
N=(2X-1)1-% - (6-14)
O=2C-7x -11-10- 10+ 4
P = (X+4)2+ (K)? + (-3)?
Q=(4-3x)2+ (x2+5x +6)

L'expression A fournit les coefficients,AA;, Aq, I'expression B les coefficients
B,, B4, By, etc.

Le tableau suivant fournit, pour chaque lettre Gdphabet les coefficients
correspondants et par suite les expressions diséleer :

Exemple de préparation de grille...

Lettre|Coefficienty | Lettre |Coefficienty [Lettrel Coefficients| |Lettre| Coefficients| |Lettre|Coefficients
AR F |F|O: K| Mi]| P P | Ao | Eo U O | Ky
B [Do| I1 G [No| G LA | % Q|01 lo V |G| Qo
Cld|Fo H |B1| G M | P, | Mg R | Kz | Bo W | Np
D |Bx| Ho I | Az| Lo N | C | N S | D1 | Qs X |G| Py
E |E|M: J | Q| Ko O | E | T | G | Hp Y |Hz| L,

Z | Dy




PAGE 6 LE PETIT VERT N°79 - SPTEMBRE2004

On forme une grille avec des mots :
En utilisant le tableau précédent, on remplaceléttses par les coefficients
correspondants :

(dans cet exempleolét B, représentent la lettre D).

P, E; H; D,

E, Ag

Hu Kg OU A2 B2 E2

A

Il suffit alors de donner cette grille a I'élévensiique les expressions nécessaires :

P = (X+ 4P+ (202 + (3)2
E=2-4)2+x(x-1)

H = (5x — 2)2
etc.
Remarques...
(Suite page 7)
" La vie n'est bonne qu'a deux choses : découvrir les

g

mathématiques et enseigner les mathématiques ’
Siméon Denis POISSON (1781-1840), mathématicien.
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supposer le probleme résolu, désigner par de®detjuelques longueurs bien
choisies (connues ou non) puis exprimer les albrgueurs en fonction de ces
derniéres. Le probléeme géométrique est ainsi raréena probléme algébrique :
"Premiérement, je suppose la chose comme déja &itgour me déméler de la
confusion de toutes ces lignes je considére I''exedbnnées, et I'une de celles
qu'il faut trouver, par exemple AB et CB, comme peimicipales et auxquelles je
tache de rapporter ainsi toutes les autres."

Descartes met ainsi en place son systéeme de repéoagva exprimer en fonction
de deux longueurs CB et AB toutes les autres, centphu des positions
particulieres des différents points de la figureciGitant bien sir possible du fait
que les droites AB et CB ont des directions diffiées.

"Que le segment de la ligne AB, qui est entre Egtp A et B, soit nommg ; et
que BC soit nommg ; et que toutes les autres lignes données soieldangées
jusques a ce qu'elles coupent ces deux aussi pédsns'il est besoin, et si elles
ne leur sont point paralleles ; comme vous voyegutelles coupent la ligne AB
aux points A, E, G, et BC aux points R, S, T".

Expression des différentes longueurs du probléme.

Les longueurs de base étant données, on peut mamtdéterminer les autres en
tenant compte des rapports de proportionnalité @éésqdans I'énoncé du
probléme. Ces rapports censés étre connus sontddmignés par des lettres du
début de l'alphabet a, b, ¢, d ... pour les distinguer des longueurs inconnues
désignées par des lettres de la fin de I'alphaketry.

Cependant la lettre qui apparait dans la suite ne joue pas a proprepaater le
réle d’une inconnue.

"Puis a cause que tous les angles du triangle AGRB donnés, la proportion qui
est entre les cotés AB et BR est aussi donnée, let pose comme deab, de
facon que AB étant, RB serabx/ z..."

La variablez est introduite pour respecter les regles d’homéigérle Viéte. Elle
sera remplacée par 1 dans I'étude d'un cas paediculans la suite de la
résolution. Elle donne, en quelque sorte, I'uni& Idngueur choisie. C'est la
longueur 1 du segment avec lequel on pouvait cainstle produit ou le quotient
de deux longueurs.

Son existence, toujours sous-entendue en géometadytique, est pourtant
indispensable a la construction d’'un repére quél gait. Les graduations des
axesy sont rapportées, les distances a I'origine dureepe dépendent.

De ce fait, elle apparait dans I'expression dee®igs longueurs de la figure.

"... et la toute CR sera+ bx/z a cause que le point B tombe entre C et R [...].
Tout de méme les trois angles du triangle DRC slominés, et par conséquent
aussi la proportion qui est entre les cotés CR&tdlie je pose comme deac,

de facon que CR étaptt bx/z, CD seray/z+bex/ 2 "...
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B b trouvée limitée par le choix des
%{ instruments choisis pour sa résolution :
la regle et le compas. Si ces
instruments sont bien adaptés pour
résoudre des équations du second
degré, ils ne le sont plus pour des
équations de degré supérieur a 2.
rrakl [ propose alors un traceur de courbe
de son invention vpir figure ci-
dessuy instrument de mécanique et
non de géométrie si I'on s’en tient a la classtfma des "Anciens" et qui serait
moins "orthodoxe".

Mais la résolution de ce probléeme millénaire, k& aboutit sur la construction des
différentes coniques, se fera essentiellementepaaltul.

Rappel de I'énoncé

(voir fig. 5 "Soit AE, AD, EF, GH, etc., plusieurs lignes dées par position, et
qu'il faille trouver un

point, comme C, duqu Fig. 5.
ayant tiré d'autres ligng
droites sur les donnée
comme CB, CD, CF ¢
CH, en sorte que lg
angles CBA, CDA, CFH
CHG, etc., soient donnég
et que ce qui est prody
par la multiplication
d'une partie de ces ligu
soit égal a ce qui e
produit par I3
multiplication des autre
ou bien quils aient

quelque autre proportion donnée, car cela ne reimd fa question plus difficile."

Un énoncé que I'on pourrait aussi formuler aingigdie cas ou les angles CBA,
CDA ... sont droits : "On donne quatre droitksd,, d3, d4 et un point M que I'on
projette orthogonalement en A, B, C et D sur cestes. On demande alors de
trouver tous les points M tels que MAMB = a MC x MD."

Mise en place d’une résolution

La méthode adoptée est celle qui a été propdaiée les pages précédentes :
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- Afin de favoriser le travail personnel de I'élefet d'éviter certaines
dérives..), il peut étre utile au sein d'une méme classgposer différentes
grilles, ou de proposer une seule grille mais agles expressions associées
différentes, possibilité offerte puisque chaquetrdetest générée par deux
coefficients.

- Lorsque I'éleve aboutit a la forme réduite d'uespression, un seul
coefficient lui est parfois utile ; aussi, le fale découvrir une lettre juste ne
garantit en rien I'exactitude du calcul. Faire tiler les éléves par groupes
homogenes peut s’avérer nécessaire.

- Prolongement : demander aux éléves de créer peapses grilles...

Une grille toute préte...
Les mots formanta grille de la page suivanteconcernent la géographie sud-

meusienne, plus particulierement les alentours aecWuleurs....

A=(3x—-2)2+12 B=(x+3)4x-2)—-3(4-x)
C=(x+7)2+3((2x2-10) +1 D =(5x—2)2 + (28)(x + 2)
E=02x+4)2+x(x-1) F=(3x2-4)-(2x8y— (- 10 +x)
G=3(2x2—4x) +2 (x2+ 2X)

(Suite page 8)

Commission “ Histoire des mathématiques ”

La premiere réunion de cette commission de tral@il APMEP-Lorraine pouf
2004-2005 aura lieu le

mercredi 13 octobre 2004 de 14 h 15417 h
a I'lREM de Lorraine (Vandoeuvre, Faculté des soésn batiment du®icycle).

A cette premiére réunion, Gilles Waehren nous pmtésa les mathématiqups
babyloniennes, puis nous établirons le programnteadail de I'année.

Venez nombreux, méme si vous n'avez jamais travaidur vous ou pour v@s
éleves I'histoire des mathématiques.

Pour tout contact s’adresser a MaryvonrneNkz-HALLEZ, 10 Grand'Rue, 54120
DENEUVRE. Tél 03 83 75 56 12 Mél : maryvonne.hafir-nancy-metz.fou
philodonon@wanadoo.fr
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(Suite de la page 7) constructibles a la regle et au compadals souvent on n’a pas besoin de tracer
ainsi ces lignes sur le papier et il suffit de &signer par quelques lettres,
chacune par une seuleOn peut ainsi résoudre des problemes géométriques
exclusivement par des calculs par des mises eriégsia

Alors que, chez les mathématiciens arabes,drigdait de mettre la géométrie
Ao au service de l'algébre dans le cadre de la résnlatéquations algébriques. Le
processus inverse est ici mis en place et va affinouvelles perspectives aux
mathématiques. Mais on est encore loin de la fiidue permettent la notation

D1

B1 |F2 Co Gi |A2 F2 D1 symbolique et les simplifications utilisées darsrethématiques actuelles.
B Les régles d’homogénéité de Viete
2
Des théories grecques, Viéete a conservé ladsi homogénes : on ne peut
additionner et soustraire que des grandeurs horesgdre produit de deux
Co |Ga F2 A E. Dy grandeurs homogénes (ou non), donne une grandene d@utre dimension. De
méme la division de grandeurs, est définie en eéfég a la notion grecque.
E, A B, = Dans un premier temps, afin de respecter ldesa&moncées par Viete dans le

cadre de I'écriture littérale, Descartes fait apjitae dans ses calculs le segment
de longueur 1 évoqué précédemment. |l s’agit detrenedn opposition des
Co C, B, F, Co G, D, grandeurs ayant les méme unités : "Afin de ne pasqoer a se souvenir des
noms de ces lignes, il en faut toujours faire egigtre séparé a mesure qu'on les
pose ou qu'on les change, écrivant par exemple =AB GH =a, BD =b etc.

E: E: F2 F2 [...] Ainsi, voulant résoudre quelque probléme, ot déabord [...] donner des
noms a toutes les lignes [...] aussi bien a cellésaput inconnues qu’aux autres”.
Cette accumulation de lettres peut d'ailleurs coguar la lecture de I'ouvrage.
"Il est aussi a remarquer que toutes les partiemedméme ligne se doivent
ordinairement exprimer par autant de dimensiond’'ane l'autre lorsque I'unité
A, F, n'est pas déterminée en la question" en introdtidan lettres supplémentaires
dans ses calculs. Ainsi, Descartes propose-t-itédeudre Z2 = - az + b? (ou
zz= -az+ bb comme il a plus souvent coutume de I'écrire) oguantité positive
Co Az est désignée par® pour que toutes les quantités de I'équation ai@nnéme
dimension.

"...mais que ce n'est pas de méme lorsque l'unitéédstrainée, a cause qu'elle

Bo Cl El E2 Al

G: Cs peut étre sous-entendue par tout ou il y a tropa@u peu de dimensions : comme
s'il faut tirer la racine cubique @mbb - b il faut penser que la quantiégéabb est

B, E, divisée une fois par l'unité, et que l'autre quénttiest multipliée deux fois par la
méme". On se dirige doucement vers une simplificaties regles par des sous-
entendus.

E> D.

Début de la résolution du probléme de Pappus

La résolution du probléme de Pappus commenceipaappel de I'énoncé et
des ébauches de solutions apportées dans certaBissimples. Descartes
considere que la résolution de ce probléeme dansagime plus général s’est



